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Exercice 1. Etude de fonctions - suites numérigoes
On considere Ia fonction f : R — R définie par flz) = e 823,

Partie A. Etude de la Jonction f
On notera %7 1a courbe représentative de Ia fonction f dans un repére orthonormé.
1. Déterminer les limites de fen—ocoet +oo.
2. Déterminer la fonction dérivée de [ et les variations de I
3. Déterminer une équation de la tangente (T) & la courbe %} au point d’abscisse 0.
4. Tracer la courbe % et Ia droite (T) dans un repére orthonormé (on se Jimitera 4 Pintervalle
z € [0,1]). '
5. Montrer qu’il existe un unique nombre réel z* & [0,1] tel que f(z) = =.
FPartie B, Approximation de z*
On considére Ia suite (uy,) définie & partir de uy < [0,1] par wn41 = f(un) (pour n > 0),
1. Montrer que, pour tout n. > 0, 4, € [0, 1], -

2. Montrer que la fonction dérivée ' est croissante sur Tintervalle [0, 1]. En déduire que pour
z€[0,1], |f'{z)] <kaveck=8e% < 1. ‘

3. Montrer que, pour tout n > 0, Jupq ~ z*| < klun, — 2%,
4. En déduire que la suite (u,,) converge, préciser sa limite. _
5. Déterminer un entier n tel que uy, soit une approximation de z* 3 10~5 prés.

Exercice 2. Primitives et aires
On considére la fonction f définie sur R par

flz)=e* 4+ 135 - 104® + 1},
Déterminer I'aire du domaine 9 suivant ;

Z={(@y) eR?; s [0,1]ety € [z, f(z)]}.

Exercice 3. Nombres réels

1. Soit A une partie bornée de R. Rappeler la définition de Ia borne supérieure de A, notée
sup A. _ , .
2. Soit f : R — R une fonction bornée, on note sup f 1a borne supérieure de I'image de f, i.e.

sup f = sup{f(z) ; = € R}.

(2) Soitg : R — R une autre fonction bornée, Montrer que sup(f + g) <supf ~+supg.
(b) Donner un exemple de fonctions F et gtelles que V'inégalité précédente soit stricte,
(¢) Déterminer sup f pour f(z) =1 — e,



Exercice 4. Suites numériques
o . fos ; 1—uq
On considére la suite (u,) définie par récurrence par tnt+1 = —
1. (a) Montrer que la suite {uy,) est bien définie si et seulement si up € [-1,1].
(b) Déterminer uy tel que la suite (u,) soit constante,
2. Dans la suite de I’exercice, on notera ug = sin{ap) avec ag € [-7/2,7/2].
(a) Justifier la déﬁnitibn précédente.
(b) Montrer que pour tout nombre o € [~7/2,7/2],on a

= a5 -).

(c) Etablir que pour tout n > 0, il existe un unique élément a,, dans [~7/2, 7/2] tel que
U, = 8in(a,). Quelle relation existe-t-il entre ar, et apy1 7

(d) Pour n > 0, on note b, = a, — %/8. Montrer que la svite (by) est géométrique, En
déduire une expression de uy, en fonction de n et ag. La suite (uy,) a-t-elle une limite,

si oui laquelle ?
k]

3. Déterminer, en ;foﬁctibil de n > 0 et ag, la somme Z ag.
k=0
Exerciée 5. Algébre Iinéaire
On considére I'espace P, des polyndmes p & coefficients réels de degré inférieur ou égal & n.
On note T I’endomorphisme de P, défini pour tout polyndme p par (Tp)(z) = :i— l; ) p(s) ds.
1. Justifier le fait que T’ € (P, P,) (ensemble des applications linéaires de P, dans ).

2. Déterminer le noyau de T,
3. Déterminer I'image du mondme de degré k par T'. Identifier I'image de 7",

4. On note py, pl,‘ pa les polynémes suivants :
pE) =s(z-1), m@)=z+1), pE) =2"-1
(a) Montrer qué la famille (g@, o4 ;z) est une base de P,
‘(b) Que dire de la famille (Tp@ Tj% T@ ?
Exercice 6. Applications (Les 3 questions sont indépendantes)
Soit E un ensemble et f : E — E une application. On note &(E) I'ensemble des parties de E.
1. On suppose que f o f = f. Montrer que
(f injective ‘ou- f surjective ) == f =idg.
2. Montrer I’équivalence
fof=f = YWef(B) )=y

3. Onnote f : P(E) — P(E) I’application définie par f(X) = f~Y{X) pour tout sous-
ensemble X de E. Montrer I'éguivalence : f surjective <= [ injective. -



Exercice 7. Ensembles, relations, combinatoire (Les 2 questions sont indépendantes )
L. Soit A C E. On définit sur Z(E) (ensemble des parties de B la relation & par
VX,Yc P(E) XZY ssiXNA=YnNA.

Montrer que 2 est une relation d’&quivalence et décrire les classes des ensembles §, A et E.
2. On suppose ici que E est fini, de cardinal n. On dit qu'un ensemble Z de parties de £ est
un filtre sur E il satisfait les trois conditions

-VA€eZ YBe#F AnBe Z,

-YVAeF YXCE (AcX=XeHh,

~-0¢ & _ '

Enfin, pour A C E, non vide, on pose C(4) = {X C E; AC X}.

(a) Montrer que C(A) est un filtre.

{b) On considere un filtre Fsur E. Soit A € &, de cardinal minimal. Montrer I’inclusion
C(4) C &, puis Pégalité C(4) = &, )

(c) Déterminer le cardinal de C(A4) si A est de cardinal k.

(d)_ Déterminer le nombre defiltres sur E, - :

~ Exercice 8. Nombres complexes

Soit % un nombre entier naturel non nul et (21, 22,..., 2) k nombres complexes non nuls, deux-

k
d-deux distincts. On pose ap = z;/|z] et on suppose Z ag=0.
£=1

1. Donner un exemple de trois nombres complexes (i.e. k = 3) satisfaisant les hypothéses

précédentes, '

k :

2. Montrer que Za-g(z — zz) estun nombre réel négatif indépendant de » € C. En déduire

que =

k k
V2eC D lal <Y |z~ 2zl
=1 £=1 :

Trouver une condition nécessaire et suffisante pour avoir I"égalité,
3. Soit ABC un triangle dont tous les angles sont inférieurs 2 120°. Trouver les points M du
~ plan réalisant le minimum de MA + MB + MC.

FIN DE LENONCE
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COMPOSITION d’ECONOMIE

Durée : 3k

Les trois questions sont a traiter

Question 1 : en mobilisant vos connaissances théoriques, répondez de facon construite i Ia
guestion suivante : « quel impact Ia parité euro/dollar actuelle peut-elle avoir sur Péconomie

francaise ? »

Question 2 : aprés aveir défini les composantes contribuant a Ja croissance du PIB (y compris
" les fondements théoriques de cette croissance), vous commenterez les graphiques de la page

suivante,

Question 3 : le dilemme inflation-chémage : Eléments théoriques et critiques
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- Exercice 1
La mesure standard des niveaux de vie repose sur les différentes ressources (sala!res revenus

d'activité, prestations sociales...) contenues dans les déclarations fiscalés des menages Ceﬁe
mesure standard laisse de coté certains éléments de revenus.

D'une part, il n'est pas tenu compte des ressources supplementaires dont disposent les ménages -

propriétaires de leur résidence principale, du fait qu'ils nont pas de !oyer a payer. Cetle ressource

supplementaire (ou “loyer imputé”) est équivalent au loyer que ces menages percevralent si Ieur_

logement était mis en location au prix du marché.
D'autre part, les revenus du patrimoine financier ne sont pas non plus pris en compte dans la mesure

standard, qu'il s aglsse de produits exonérés d'impdt (livret d'épargne, PEA...) ou d& produ:ts imposés

mais trés mal mesurés dans les déclarations fiscales.
L'INSEE a récemment proposé des estimations des niveaux de vie gui tiennent compte de ces deux

gléments.

1. Selon vous, estHl justifié de chercher & inclure les deux éléments présentés ci-dessus pour mleux :

rendre compte des inégalités de niveaux de vie ?

2: Dans le tableau ci-dessous, on présente quelques caractensthues de la disfribution des niveaux de
vie en 2003 (mensuel, par personne), selon les éiéments de revenus que 'on retient dans la définition.

En euros :
Niveaux de vie mensuel par personnea Moyenne | Méadiane . b1 D9 . De5
revenus standard 1471 1290 - 735 2331 2 898
standard+loyers imputés 1621 1423 789 2608 3199
standard+revenus financiers 1585 - 1347 757 2523 3187
standard-+loyers imputés+ revenus financiers 1718 1482 809 2802 3488

source : Insee, Enquéie Revenus Fiscaux, Enquéte Patrimoine, Enquéte Logement

2.1 Rappelez la définition de la médiane et de Ia statistique o5
2.2 Comment la distribution est-elle modifiée lorsqu’on tient compte des loyers imputés ?

2.3 Obtient-on des résultats similaires lorsqu'on ajoute seulement fes revenus financiers ? Pourquoi .
selon vous 7

2.4 Tenir compte des loyers impulés et des revenus financiers modifie-t-i significativement les
inégalités de niveaux de vie ? :

Exercice 2 .
Dans cet exercice, on examine les consequences de l'utilisation d'indices chainés pour le caicul des

évolutions de la consommation des menages en volume.
Rappel : « en volume » signifie & prix constants par rapport & une référence donnée.

- 1. Onconsidére un cas théorique simple oll la consommation des ménages est composée de 2 types
de biens, notés 1 et 2, consommés en quantité O} et O} a la date £, aux prix piet pl.Par
convention, 'année de référence est définie par 1=0.

1.1 Donnez la formule des indices (non chames) de Laspeyres de quantité (L7) et de pnx ( I,"C) dela

consommation totale & ia date £. Précisez leur signification économique.

1.2 Montrez que la valeur en volume de la consommation totale en f est égale & la somme des
valeurs en volume de ses composantes a la méme date.




1.3 Donnez I'expression générale d'un indice chainé I, , en ten fonction de la série des indices

1;/;-, relatifs & deux dates consécutives. Donnsz Pexpression littérale de l'indice de Laspeyres

chainé pour t=2 ( ng 10} en fonction des quantités et des prix des deux biens.

1.4 On suppose que les prix‘et les quantités de bien 1 sont ‘restés'constants sur la période &t on fixe

des valeurs initiales unitaires: pg =1 et O =1. En revanche, les évolutions des prix et des _

quantités du bien 2 sont les suivantes.
OF=2*07 . 0 =2*Q  p! =0.5*p}, p2=0.5%p?

Caiculez le taux de croissance en volume de la consommation totale en fonction de p. et Q(f

en ufilisant respectivement Iindice non-chainé et findice chains. Comparez les taux de

croissance ainsi calculés et commentez. _ :
Quel inconvénient de lindice de Laspeyres non-chaing ce calcul fait-il apparaitre ? On pourra

faire une application numérigue en posant pg =] et Qoz:l .
1.5 Le tableau ci-dessous fournit deux estimations du taux de croissance trimestrie! pour plusieurs

postes de la consommation des:meénages en volume, selon qu'on ufilise un indice & prix chainés
ou un indice & prix constant (ici au prix de I'année 2000),

En%
' _ ’ taux de croissance trimestrielle moyen
. - 2000-2007
[ f ' prix chainés prix constants
Biens manufactirés - 0,7 0,8
lont Habillement, cuir, chaussures 08 0.9
utomobile 0,3 03

Mppareiis ménagers, matétiels Hi-Fi et TV 29 3,3

Energie 0 : 0

source : Inses
Les deux méthodes conduiseni-elles & des différences notables ? Quel est le poste ol la différence
est la pius importante ? Pourquoi selon vous ? Pour répondre, vous pouvez vous aider du cas -
théorique traité ci-dessus. . ,

2. Pour finir, on examine si la propriété d’additivité &tzblie au 1.2 pour Findice de Laspeayres non-
~chaine est conservée lorsqu’on utilise Pindice chaing

2.1 Donnez I'expression de Ia valeur en volume de Ia consommeation totale en # = 2 et comparez-la
avec la somme des valeurs en volume des biens 1 et 2 & cette méme date. La propriété d'additivité

est-elle encore vérifiée 7

2.2 Ce resultat estil un inconvénient pour I'analyse de ia structure de Ia consommation des ménages
en volume ? Expliquez pourquoi, .




Exercice 3 :
La définition de référence du chémage est la définition établie par le Bureau Intemational du Travail

(BIT) : est considérée comme chomeur foute personne sans travail, & la recherche d'un emploi, et
disponible pour travailler. Le nombre de chdmeurs, au sens ainsi de’r‘ ini, doit normalement é&tre estimé
par une enquéte directe auprés des personnes, a savoir 'Enquéte Emploi (en Contmu) pour laquelle

75 000 ménages environ sont interrogées chaque trimestre.
Ce dispositif d'enquéte étant assez récent, le suivi officiel du taux de chémage j Jusqua la m|-2007‘

s'appuyait plutdt une source administrative, & savoir les fi chiers de gestion de I'ANPE (Agence
nationale pour Pemploi) : ces fichiers permettent de dénombrer mensuellement les personnes inscrites
a I'ANPE, a la recherche d'un emploi (CDICDD, temps plein/partielfintérim), et sans activité. Cette

. categone est dénommée "DEFM123 hors activité réduite”.
- Pour mémoire, on rappelle que le taux de chémage est ‘un nombre de chémeurs rapporté 3 la

population active, la population active étant composee des chémeurs et des personnes en emploi.
Dans tout I'exercice, on supposera la poplilation active constante, égale & 25 millions de personnes

1.1 Selon vous, queis sont Ies avantages et les inconvénients respectifs de chacune des sources
décrites ci-dessus (enquéte ou fichier administratif) ?

1.2 Quelies raisons pourraient exphquer une différence entre les taux de chdmage calculés selon ces
deux sources ?

1.3 Quelles raisons pourralent exp!rquer une différence entre I'évolution du taux de chomage calculée
selon ces deux sources ?

2. On fournit ci-dessous le taux de chémage trimestriel calculé selon ces deux sources,

Taux de chomage frimestrie!, estlme d aprés FEnquéte Emploi (en %)

: T1 T2 T3 T4

2003 - 85 9.8 8,8 10

2004 10 9.9 8.9 8,8

2005 97 9,8 8.9 10

2008 10 , 10 88 - - 94

2007 9,4 9
Taux de chomage trimestriel, estimé d'aprés les demandeurs d’emplois inserits & FANPE (en %)
] T1 T2 T3 T4

2003 9,7 .99 10 10,1

2004 8,9 10 10 10

2005 10 10 8,7 8,5

2008 .94 9 8,7 8,6

2007 8,3 8

2.1 Représentez ces deux séries sur un méme graphique. Qu'cbservez-vous ?
2.2 Calculez une série de taux de chémage anﬁuel moyen sur 2003-2006.

23 Observez-vous des différences significatives de taux de chomage annuel entre les deux - =
meéthodes? Interprétez les écarts en nombre de personnes.’

3.1 Calculez les variations trimestrielles de taux de chémage pour chacune des séries.

3.2 Rappelez la définition du coefficient de comélation lindaire et calculez ensuite Ja corrélation entre
ces variations pour la périnde 2003T2-2005T2 et pour la période 2005T3- 2007T2. Ce résultat vous

- permet-il d'interpréter le graphique réalisé au 2.1 ?
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Exercice 1
La mesure standard des niveaux de vie repose sur les différentes ressources (saialres revenus

d'activité, prestations sociales...) contenues dans les déclarations fiscales des ménages. Cette
mesure standard laisse de coté cerfains éléments de revenus.

D'une part, il n'est pas tenu compte des ressources supplementalres dont disposent les ménages
proprietaires de leur résidence principale, du fait qu'ils n'ont pas de loyer & payer. Cette ressource
supplémentaire (ou “loyer imputé”) est équivalent au loyer que ces menages percevraient si leur
logement était mis en location au prix du marché.

D’autre part, les revenus du patrimoine financier ne sont pas non plus pris en compte dans la mesure
standard, qu'il s'agisse de produits exonérés d’impdt (livret d'épargne, PEA ..} ou de produits imposés
mais frés mal mesurés dans les déclarations fiscales.

L'INSEE a récemment proposé des estimations des niveaux de vie qui tiennent compte de ces deux

éléments.

1. Selon vous, est-il justifié de chercher & inclure les deux éléments présentés ci-dessus pour mieux
rendre compte des inégalités de niveaux de vie ?

2. Dans le fableau ci-dessous, on présente quelques caractéristiques de la distribution des niveaux de
vie en 2003 (mensuel, par personne), selon les éléments de revenus que I'on retient dans la définition.

En euros

Niveaux de vie mensuel par personne Movyenne | Médiane D1 D9 D95
revenus standard 1471 1290 735 2331 2898
standard+loyers imputés 1621 1423 789 2608 3199
standard+revenus financiers 1585 1347 757 2523 3 187
standard+loyers imputés+ revenus financiers 17186 1482 808 2 802 3486

source ! Insee, Enquéte Revenus Fiscaux, Enquéte Patrimoine, Enquéte Logement

2.1 Rappelez la déefinition de la médiane et de la statistique_ﬁgﬁ.
2.2 Comment la distribution est-elle modifiée lorsqu'on tient compte des loyers imputés ?

2.3 Obtient-on des résultats similaires lorsqu'on ajoute seulement les revenus financiers ? Pourquoi
selon vous ?

2.4 Tenir compte des loyers imputés et des revenus financiers modifie-t-il mgmftcahvement les
inégalités de niveaux de vie ?

Exercice 2 .
Dans cet exercice, on examine les conséquences de ['utilisation d'indices chainés pour le calcul des

évolutions de la consommation des ménages en volume.

Rappsl : « en volume » signifie & prix constants par rapport a une référence donnée.

1. On considére un cas théorique simple ot la consommation des ménages est composée de 2 types
de biens, notés 1 et 2, consommés en quantite Q! et O7 2 la date £, aux prix p| et p?.Par
convention, ['année de référence est définie par t=0.

1.1 Donnez la formule des indices (non chainés) de Laspeyres de guantité (Jiz)c ) et de prix (L';f) dela
consommation totale & la date £, Précisez leur signification économique. '

1.2 Montrez que la valeur en volume de a2 consommation totale en f est égale a la somme des
valeurs en volume de ses compesantes a la méme date,



1.3 Donnez 'expression générale d’un indice chaing /,,, en t en fonction de la série des indices

I, relatifs a deux dates consécutives. Donnez l'expression littérale de I'ndice de Laspeyres

I

chainé pour f=2 (Lg’,2 10 ) €n fonction des quantités et des prix des deux biens.

1.4 On suppose que les prix et les quantités de bien 1 sont restés constants sur Ia période et on fixe
des valeurs initiales unitaires : p} =1 et Oy =1. En revanche, les évolutions des prix et des

q_uantités du bien 2 sont les suivantes.
Of =2*07 , 0] =2*0}, p} =05%p}, p? =05+ p?

Calculez le taux de croissance en volume de la consommation totale en fonction de pg et OF

en ufilisant respectivement Pindice non-chainé et lindice chainé. Comparez les taux de
croissance ainsi calculés et commentez. - '
Quel inconvénient de lindice de Laspeyres non-chainé ce calcul faft-il apparaitre ? On pourra

faire une application numérique en posant p(‘," =] et Qu2 =1.

1.5 Le tableau ci-dessous fournit deux estimations du taux de croissance trimestriel pour plusieurs
postes de la consommation des ménages en volume, selon quon utilise un indice a prix chainés
ou un indice & prix constant (ici au prix de Pannée 2000). ‘

En%
taux de croissance trimestrielle moyen
2000-2007
prix chainés prix constants

Biens manufacturés 0,7 0,9
dont Habillement, cuir, chaussures 0.8 0,9

IAutomobile 0,3 0,3

Appareils ménagers, matériels Hi-Fi et TV 2.9 3,3
Energie , 0 : 0

source : Insee

Les deux méthodes conduisent-elles a des différences notables ? Quel est e poste ol la différence
est la plus importante ? Pourquoi selon vous ? Pour répondre, vous pouvez vous aider du cas

théorique traité cl-dessus.

2. Pour finir, on examine si la propriété d'additivité établie au 1.2 pour lindice de Laspeyres non-
chainé est conservée lorsqu'on utilise I'indice chainé.

2.1 Donnez I'expression de la valeur en volume de la consommation totale en £ = 2 et comparez-la
avec la somme des valeurs en volume des biens 1 et 2 a cette méme date. La proprieté d'additivité
est-elle encore vérifiée ? .

2.2 Ce resultat est-il un inconvénient pour Fanalyse de la structure de la consommation des ménages
en volume ? Expliquez pourquoi. _




Exercice 3 : ,
La définition de référence du chémage est la définition établie par le Bureau International du Travail

(BIT) : est considérée comme chomeur foute personne sans travail, & ia recherche d'un emploi, et
disponibie pour travailler. Le nombre de chdémeurs, au sens ainsi défini, doit normalement étre estimé
par une enquéte directe auprés des personnes, & savoir 'Enquéte Emploi (en Continu), pour laquelle
75 000 menages environ sont interrogées chaque trimestre. 7 - .

Ce dispositif d’enquéte étant assez récent, le suivi officiel du taux de choémage jusqu'a la mi-2007
s'appuyait plutdt une source administrative, & savoir les fichiers de gestion de 'ANPE (Agence
nationale pour 'empioi) : ces fichiers permettent de dénombrer mensuellement les personnes inscrites
a 'ANPE, a la recherche d’un empioi (CDI/CDD, temps plein/partiel/intérim), et sans activité. Cette
categorie est dénommée “DEFM123 hors activité réduite”. _
Pour mémoire, on rappelle que le taux de chémage est un nombre de chémeurs rapponté & la
population active, fa population active étant composée des chémeurs et des personnes en emploi.
Dans tout l'exercice, on supposera la population active constante, égale & 25 millions de personnes.

1.1 Selon vous, quels sont les avantages et les inconvénients respectifs de chacune des sources .
decrites ci-dessus (enquéte ou fichier administratif) ?

1.2 Quelles raisons pourraient expliquer une différence entre les taux de chémage calculés selon ces
deux sources ?

1.3 Quelles raisons pourraient expliquer une différence entre I'évolution du taux de chémage calculée
selon ces deux sources ?

2. On fournit ci-dessous le taux de chémage trimestriel, calculé selon ces deux sources.

Taux de chémage trimestriel, estimé d'aprés 'Enquéte Emploi (en %)

T T2 T3 T4

2003 9,5 9,8 9,8 10

2004 10 98 89 9,9

2005 8,7 98 99 10

2006 10 | 10 98 - 94

2007 94 9

Taux de chomage trimestriel, estimé d’apres les demandeurs d'emplois inscrits & FANPE (en %)

1 - T2 T3 T4

2003 9,7 8,9 . 10 10,1

2004 9,9 10 10 10

2005 10 10 97 95

2006 9.4 9 8,7 858

2007 8,3 8

2.1 Représentez ces deux séries sur un méme graphique. Qu'observez-vous ?
2.2 Calculez une série de taux de chdmage annuel moyen sur 2003-2006.

2.3 Observez-vous des différences significatives de taux de chdmage annuel entre les deux
méthodes? Interprétez les écarts en nombre de personnes.

3.1 Calculez les variations trimestrielles de taux de chémage pour chacune des séries.

3.2 Rappelez la définition du coefficient de corrélation linéaire et calculez ensuite la corrélation entre
ces variations pour la période 2003T2-2005T2 et pour la période 2005T3-2007T2. Ce résultat vous
permet-il d’interpréter le graphique réalisé au 2.1 ?



