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Epreuve de Mathématiques

Les quatre problémes sont indépendants; on veillera & bien numéroter les questions sur la copie.

Probléme 1

On considére ’équation différentielle scalaire suivante
{z -1y +y==2+2 (E).
1.

1.1 De que! type d'équation s’agit-i1 7 Quels sont ses intervalles fondamentaux ?
1.2 Résoudre I"équation homogine associée & (E) sur ces intervalles.

d

.3 En déduire, toujours sur ces intervalles, les solutions de (E).

2.

*équation () admet-elle des solutions :

n B

.1 sur | — 00, 1[7
2 sur R} ?

i

3. Exprimer, en fonction du réel ), Punique solution maximale yy du probléme de Cauchy
{ (E)
u(2) =X
Probléme 2

On considére les fonctions suivantes
f: R\ {(©,0)} ~——s R too
In(z? + t?) Fi 2z — Flax, t)dt
(z,1) 0
1412

1. Domaine de définition
1.1 Justifier que la fonction f est de classe C* sur B?\ {(0,0)}.
1.2 Démontrer que ¥ est définie sur R} puis en 0.
1.3 En déduire que # est définie sur R.
1.4 Montrer que F(0) = 0.

2. Continuité
2.1 Soient a,b deux réels tels que e < b; on considére la fonction i, définie par

‘Pa.b(t) = sup{|f(a,t)| ) If(b:t);}
Démontrer que

Vi€ Ry Yz €la, b, |f(mt)] < ap(t).

2.2 En déduire que F est continue sur R.

3. Dérivabilité




Caleuler g—i(m,t) cn tout point (z,t) € B2\ {(0,0)}.

3.1
3.2 Solent ¢ et b deux réels tels que 0 < a < b. Démontrer que -

< 20

* o1
weRL el || < rrmmr

3.3 En déduire que la fonction F est de classe O sur R:, et que
’ Rl
Fix) = ——(z,t} di.
@=[ @y

4. Calcul

7
4.1 Décomposer ——J—r(m, t) en éléments simples selon la variable £.

S
4.2 En déduire une expression simplifiée de F” sur R3..

4.3 En déduire une expression simplifiée de F sur RY.

4.4 Tracer Pallure de la courbe représentative de ¥ sur [-2,2].

Probléme 3

Soient les matrices réelles suivantes

3 1 -1 4 -1 0
A=]1 3 -1 B=[|-1 3 1
-1 -1 35 0 1 4

1. Réduction de A

1.1 Montrer que la matrice A est diagonalisable et la diagonaliser, en précisant Ia relation de diagona-
lisation, la matrice diagonale D; et la matrice de passage orthogonale P;.

1.2 Expliciter une matrice diagonale Dy telle que D2 = D;.

1.3 En déduire qu'il existe une matrice 3 x 3 inversible P; que 'on explicitera, d’abord en fonetion de
Dy et P, puis en calculant ses coefficients, telle que

A='P P,

2. Factorisation de simultanée de A et de B

2.1 Expliciter la matrice B} = ("'Pz)_1 BPFy ! en fonction des matrices Dy, Py et B.

2.2 En déduire que B; est diagonalisable et que la matrice de passage, notée P;, peut &tre choisie
orthogonale. Expliciter la relation existant entre les matrices By, P3 et la matrice diagonale ainsi obtenue
et notée Dy,

2.3 En déduire 'existence d’une matrice P inversible, que l'on explicitera en fonction de P et P,
telle que

A='PP et B='PDP.

3. Calculer une matrice diagonale D3 vérifiant la condition précédente.



Probléme 4

L’objet de ce probléme est de démontrer 1'égalité suivante :

Yng ’
JE=T R (%)
= 1
On rappelle que la fonction ¢ est définie par (o) = o
=1
Inz "

On pose 8(z) =

z—1'

1. Quels sont les domaines de définition des fonctions § et ¢ {considérées comme fonctions d’une variable
réelle) 7

2. Justifier, en précisant les valeurs de o pour lesquelles I’égalité est valable, que 'on a
[e.e]
S(z) = un(z) avec un(z)=—s"Ing.
n=0 .

8. Démontrer I'égalité (%) demandée.

4. La série de fonctions } u, est-elle normalement convergente sur }0,1[7

4




