Epreuve de Mathématiques

Les quatre problémes sont indépendants; on veillera & bien numéroter les questions sur
la copie.

Probléeme 1
On considére Véquation différentielle suivante : _
| z(z® — 1)y + 2y = 2. . (E)

1. Etude préliminaire
1.1 Caractériser cette équation. Quelle est la structure de I'ensemble des solutions de
(E) sur chacun des intervalles fondamentaux ? _ '
1.2 Soit 1, une solution de (F) sur un intervalle I;. Démontrer que la fonction y,
définie par yo{x) = y1(—=z) est solution de (£) sur un intervalle I, que 'on précisera.
1.3 Est-il juste de dire que toute solution maximale de (E) est paire?

2. Résolution
2.1 Résoudre ’équation homogene (Eg) associée & (£). -
2.2 Déterminer toutes les solutions de (E) sur ses intervalles fondamentaux.

3. Raccordement _
3.1 Déterminer toutes les solutions de (E) sur R;. En déduire les solutions de (E) sur
SR T _ : , _
3.2 Déterminer toutes les solutions de (E) sur lintervalle | — 1, 1{. Sont-elles toutes
paires 7 _ ' '
3.3 Finalement, quelles sont les solutions de (&) sur R tout entier?

Probléme 2

: Soit la fonction
' ' f: R —= R

. sint __, .

(:I,‘ t) -t—e t sit 7é 0

' 1 sit=0

et on définit la fonction F' en posant _
: S =
- F(z) = j ™ (1) dt
. _. Jo

1.
' 1.1 Montrer que la fonction F' est bien définie sur Ry.
1.2 Montrer qu’elle est continue sur Rj. 7
1.3 Montrer que F est de classe C? sur R? et exprimer F”(z) sous forme d’une intégrale.

- 2. Calculer F'(z) et en déduire une expression simplifiée de F' sur RY.



: Probléme' 3

Pour tout m € R, on considere la matrice réelle suivante

) 3m —21n | ~2m+1
An = 1 2m — 2 -1
dm ~3 —bm+4 -—-3m+4

n
1.1 Déterminer les valeurs propres de A, et préciser leur multiplicité.
1.2 Pour quelles valeurs de m la matrice A, est-elle inversible 7 Pour quelles valeurs
de m est-elle trigonalisable? ; :

2.

2.1 Justifier que la matrice Ay est diagonalisable et la diagonaliser en précisant la
matrice diagonale, la, matrice de passage et la relation qui lie ces matrices & Ay.

. 2.2 La matrice A; est-elle diagonalisable? La réduire en précisant la matrice réduite,
- la matrice de passage et la relation qui lie ces matrices & Aj.

3. On considére le systéme différentiel suivant, dans lequel les inconnues sont les trois
fonctions z, v et z de la méme variable ¢ :

¥ = 3z -2y -z
y = oz —z
2 =z -y 4z

3.1 Quelle est la structure de 1'ensemble des solutions maximales de ce systéme ?
3.2 Le résoudre.

Probiéme 4

Soient @ un réel strictement positif, I = [—a,a] ¢t ¢ une fonction continue sur /. On
suppose également qu’il existe une constante C' > 0 telle que

veel, |o(z) <Clel

Ons mteresse dans ce probleme al equatlon fonctlonneﬂe su1vante ou f est une fonction
mconnue con’cmue

(B)y veel, f(z)-f (g)= 208 |

"1. A l'aide d’un raisonnement par récurrence, montrer que si une fonction f est solution
de (E) sur I, alors

VN;N*, vzel, f(a) =f(2%)'+ NZAFPI(E).



2. Pourne Netz €], onpose u,(z) =¢ (—2“:%)

2.1 Démontrer que la série de fonctions Z U, est normalement convergente sur 1.
2.2 En déduire que si f est solution de (), il existe une constante K réelle telle que

Yz el,f(a:) =vK+ iun(x)

n=0 ’

3. Montrer 1empr0quement que si f est deﬁnle par la formule ple( édente alors elle est
~ continue et solution de (E).

4. Montrer que si @ est de classe C' sur I et si sa dérivée est bornée, alors f est elle-méme
dérivable. Donner f'(z) sous forme de la somme d’une série. | :



