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Il sera tenu compte de la clarté de la rédaction et de la présentation.
Les résultats non démontrés peuvent &tre admis pour répondre aux questions
suivantes.

1 Exercice 1

Un troupeau T de moutons est atteint d’une épidémie d'une maladie M. Sur
les 5000 moutons, 4 sont malades.

1.
1.1 Quelle est la probabilité qu’un mouton donné du troupeau soit malade 7

1.2 Quelle est la probabilité que deux moutons donnés du troupeau soient
tous les deux malades 7

1.3 Quelle est la probabilité que pour deux moutons donnés du troupeaun
un mouton soit malade et autre sain ?

1.4 Quelle est la probabilité que parmi un groupe de 5 moutons du troupeau
au moins un des moutons soit malade 7

1.5 Combien de moutons faut-il examiner pour avoir une probabilité
supérieure & 5% de détecter au moins un cas de la maladie M 7

2. On dispose d'un test qui détecte M avec une fiabilité de 99% lorsque
cette maladie est effectivement présente. Cependant, on obtient un résultat
faussement positif pour 0, 2% des animaux sains testés. Quelle est la probabilité
qu’un animal du troupeau T soit réellement malade lorsqu’il a un test positif 7
Que penser de ce test 7

3. Deux moutons du troupeau T vont s’abreuver & un point d’eau entre
13h et 14h. Chacun des moutons choisit indépendamment de Pautre 'instant
auquel il va au point d’ean. On modélise cet instant par une loi de probabilités
uniforme sur {13h,14h].

3.1 Sachant qu’il faut & chague mouton dix minutes pour boire & partir
de son arrivée au point d’eau, quelle est la probabilité que les deux moutons




boivent en méme temps 7

3.2 Un mouton malade qui boit aux cdtés d'un mouton sain le contamine.
Quelle est la probabilité qu’une contamination ait lien 7

2 Exercice 2

On considére le déplacement aléatoire d’un marcheur dans le plan. A chaque
période, la personne se déplace d'une unité vers la droite et choisit avec
probabilité p de se déplacer d’une unité vers le haut et avec probabilité (1-p)
de se déplacer de x unité vers le bas. On représente les déplacements sur Paxe
des ordonnées par une suite de variables aléatoires indépendantes (X;); telles
que: P(X; =1) =pet P(X; = —z) = 1 —p. La position de I'individu dans le
plan au temps n est alors donnée par le couple (n,S,) olt la variable aléatoire
Sy, est définie par S, = > 5 ; Xi.

1. On suppose que z = 0.
1.1 Calculer P(S, = k) pour tout k entier.

1.2 Calculer la moyenne et la variance de S,.

On suppose pour toute la suite de 'exercice que p = % et z =1

2. On considére deux points du plan A(ty,a) et B(ta,b).

2.1 Donner des conditions nécessaires et suffisantes sur 1, {2, a,b pour qu’il
existe une trajectoire reliant A a B.

2.2 Déterminer le nombre N4 p de trajectoires reliant A 4 B.

2.3 On note A'{¢1,--a) le point symétrique de A par rapport & l'axe des
abscisses. Montrer qu'il existe autant de trajectoires reliant A & B croisant
Paxe des abscisses que de trajectoires reliant A’ & B.

2.4 En déduire la probabilité de rejoindre B en partant de A sans jamais
rencontrer ’axe des temps.

2.5 On définit 7(t) = min[n|S, > t] pour t positif. Montrer qu'au sens de
la convergence presque siire :

t
7(t)
3. On suppose désormais qu'un temps aléatoire sépare deux déplacements.
On note T; le temps qui sépare le (i — 1)°® déplacement et i¢ déplacement.
Ce temps est indépendant des directions de déplacement (Xi)i- Le *™¢ déplace-
ment a donc lieu au temps 3 _; Ts. On pose N, = sup(i/ > 1 Tk < n). La




position de I’individu au temps n est donc désormais donnée par S, = Eﬁ"‘l X;.

3.1 On suppose que les T; sont indépendants de loi exponeﬁtielie de
paramétre A et ont donc pour densité fr,(z) = Ae **1y50. Montrer que Ny,
suit une loi de Poisson de paramétre An.

3.2 Calculer la moyenne et la variance de N,.
3.3 Calculer la moyenne de S,.

3.4 On définit la variance conditionnelle d'une variable aléatoire X par rap-
port & une variable aléatoire Y par :

Var(X[Y) = E[(X — E(X|V))?|Y] (2)
Montrer que pour toute variable aléatoire Y :
Var(X) = E(Var(X|Y)) + Var(E(X]Y)) (3)
3.5 En déduire la variance de S,,.

3.6 Montrer que —]‘%L —n—soo U at sens de la convergence presque sfire.
n

3 Exercice 3

Le théoréme central limite (parfois appelé théoréme de la limite centrale) montre
que, sous certaines hypothéses, pour une suite de variables aléatoires (Xn)n
d’espérance m et de variance o2 :

Sn = EL\%; -m N(0,1) (4)

1. On se propose de préciser ’énoncé du théoréme ci-dessus.

1.1 Donner des conditions suffisantes sur les X; pour gue le théoréme
ci-dessus soit vérifié.

1.2 Enoncer deux définitions équivalentes de la convergence en loi pour des
variables aléatoires réelles.

2. On définit la fonction caractéristique d’une variable aléatoire X comme
la fonction ¢x (t) = E{eX?). Le théoréme de convergence de Paul Lévy montre
que la convergence simple des fonctions caractéristiques est une condition
suffisante pour la convergence en loi.

2.1 Montrer le théoréme central limite dans I’hypothése ol les X; suivent
une loi gaussienne N(m, o?).

2.2 Montrer le théoréme central limite A I'aide des fonctions caractéristiques
dans le cas général en procédant & un développement limité.




3. Soit n un entier positif, ¢ > 0.

3.1 Montrer I'inégalité de Markov : P(|X]| > a) < mﬁﬂ pour p entier
positif.

3.2 Montrer qu’il existe K > 0 tel que P(S, > a) < af-‘fg
4. Soit M > 0.

4.1 Caleuler lim,—oP(Sn > ).

z2 .
4.2 Montrer que pour x positif : £—— = f;o(l o+ %)eTydy,

2
4.3 Donner un équivalent de | ;; e—ﬁdm pour M grand.

5. On suppose désormais que les X; suivent une loi normale. On observe n
réalisations z1, ..., Zn des X1, ..., Xy. '

5.1 Donner les expressions des estimateurs m et ¢? du maximum de
vraisemblance de m et o2.

5.2 Montrer que ces deux estimateurs sont indépendants.
5.3 Calculer la fonction génératrice des moments de U 2 ou U est une
variable aléatoire de loi normale centrée réduite. En déduire la fonction

génératrice des moments de > ;- (X2).

6. Calculer la loi de n%




